Procesy stochastyczne
Lista 4
Niech {X;}er bedzie rozdzina zmiennych losowych na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P).

Zad 1. Udowodni¢, ze jezeli istnieje catkowalna zmienna losowa Y taka, ze |X;| <Y dla kazdego t € I, to
rodzina {X;}¢cs jest jednostajnie catkowalna.

Zad 2. Zalézmy, ze zmienne Xy, t € I, sa catkowalne oraz ze istnieje rzeczywista funkcja ¢ taka, ze

im 20— o M= sup E(6(1X4)) < .
t—oo ¢ tel

Wykazaé, ze rodzina {X;}ier jest jednostajnie catkowalna. Wyciagna¢ stad wniosek, iz dowolna rodzina
zmiennych losowych ograniczona w przestrzeni LP dla p > 1 jest jednostajnie catkowalna.

Zad 3. Udowodni¢, ze rodzina {X;}tcs jest jednostajnie catowalna wtedy i tylko wtedy, gdy

1) sup E(|Xy]) < oo, 2) Veso J5>0 Vaer P(A) <6 = SUP/ | X¢|dP <e.
tel tel JA

Zad 4. Udowodni¢, ze ciag zmiennych losowych {X,,}7° ; jest zbiezny w przestrzeni LP, p > 1 (wedtug p-tego
momentu) wtedy i tylko wtedy, gdy

1) {X,}2 jest zbiezny wedlug prawdopodobienistwa, 2) {|Xn|P}r; jest jednostajnie catkowalny.

Zad 5. Niech {X,,}>°, bedzie ciagiem zmiennych losowych opisujacych wyniki rzutu moneta. Niech F,
oznacza o-ciato generowane przez X, ..., X,,. Dla kazdego z nastepujacych zdarzen znalezé najmniejsze n, dla
ktorego dane zdarzenie nalezy do F:

A - w pieciu pierwszych rzutach pojawily sie conajmniej dwa orty
B - pierwsze pojawienie sie orta, poprzedzonego przez nie wiecej niz 10 reszek
C - w nieskoniczonym ciggu rzutow wypadl conajmniej jeden orzet

D

w stu pierwszych rzutach otrzymalidémy ten sam wynik
FE - w pieciu pierwszych rzutach wypadty nie wiecej niz dwa orty i nie wiecej niz dwie reszki

Zad 6. Wykazad, ze jezeli { Xy }rer jest procesem stochastycznym o przyrostach niezaleznych i srednich rownych
zero, to {X;}ier jest martyngatem wzgledem filtracji, ktora generuje.

Zad 7. Niech X bedzie zmienna losowsa posiadajaca warto$¢ oczekiwana i niech {F,}°2, filtracja (gdzie
Fn CF,n=1,2,..). Pokaza¢, ze ciag {(E(X|Fy), Fn)}>2 jest martyngatem.

Zad 8. Niech W = {W,;};>0. Wykazaé, ze {W7}i>0 jest podmartyngatem, a {W2 — t};>¢ jest martyngalem
wzgledem filtracji generowanej przez W.

Zad 9. Zalozmy, ze N = {Ni}i>0y jest procesem Poissona, tzn. procesem o prawostronnie ciagtych trajek-
toriach takim, ze Ny = 0, N ma przyrosty niezalezne, oraz Ny — Ny ~ Poiss(t — s) dla t > s. Wykazad, ze
{Ny — M}ys0 oraz {(N; — At)? — A}y sa martyngatami wzgledem {FN};0.

Zad 10. Niech {X,,}7°, bedzie symetrycznym bladzeniem losowym na prostej, tzn. X, := Y1 +...+Y,,, gdzie
{Y,,}5°, jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o roktadzie dwupunktowym: P(X, = 1) = P(X,, =
—1) = 3, oraz niech F,, := o(Y1,..., Yy). Wykazac, ze

a) {X2 —n}>, jest martyngatem wzgledem filtracji {F,,}5°,

b) {(—1)"cos(mXy)}o2, jest martyngatem wzgledem filtracji {F,}22 ;.



