
Procesy stochastyczne
Lista 4

Niech {Xt}t∈I b¦dzie rozdzin¡ zmiennych losowych na przestrzeni probabilistycznej (Ω,F , P ).

Zad 1. Udowodni¢, »e je»eli istnieje caªkowalna zmienna losowa Y taka, »e |Xt| ≤ Y dla ka»dego t ∈ I, to
rodzina {Xt}t∈I jest jednostajnie caªkowalna.

Zad 2. Zaªó»my, »e zmienne Xt, t ∈ I, s¡ caªkowalne oraz »e istnieje rzeczywista funkcja φ taka, »e

lim
t→∞

φ(t)

t
=∞, M = sup

t∈I
E
(
φ(|Xt|)

)
<∞.

Wykaza¢, »e rodzina {Xt}t∈I jest jednostajnie caªkowalna. Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, i» dowolna rodzina

zmiennych losowych ograniczona w przestrzeni Lp dla p > 1 jest jednostajnie caªkowalna.

Zad 3. Udowodni¢, »e rodzina {Xt}t∈I jest jednostajnie caªowalna wtedy i tylko wtedy, gdy

1) sup
t∈I

E(|Xt|) <∞, 2) ∀ε>0 ∃δ>0 ∀A∈F P (A) < δ =⇒ sup
t∈I

∫
A
|Xt|dP ≤ ε.

Zad 4. Udowodni¢, »e ci¡g zmiennych losowych {Xn}∞n=1 jest zbie»ny w przestrzeni Lp, p ≥ 1 (wedªug p-tego
momentu) wtedy i tylko wtedy, gdy

1) {Xn}∞n=1 jest zbie»ny wedªug prawdopodobie«stwa, 2) {|Xn|p}∞n=1 jest jednostajnie caªkowalny.

Zad 5. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych opisuj¡cych wyniki rzutu monet¡. Niech Fn
oznacza σ-ciaªo generowane przez X1, ..., Xn. Dla ka»dego z nast¦puj¡cych zdarze« znale¹¢ najmniejsze n, dla
którego dane zdarzenie nale»y do Fn:

A - w pi¦ciu pierwszych rzutach pojawiªy si¦ conajmniej dwa orªy

B - pierwsze pojawienie si¦ orªa, poprzedzonego przez nie wi¦cej ni» 10 reszek

C - w niesko«czonym ci¡gu rzutów wypadª conajmniej jeden orzeª

D - w stu pierwszych rzutach otrzymali±my ten sam wynik

E - w pi¦ciu pierwszych rzutach wypadªy nie wi¦cej ni» dwa orªy i nie wi¦cej ni» dwie reszki

Zad 6. Wykaza¢, »e je»eli {Xt}t∈T jest procesem stochastycznym o przyrostach niezale»nych i ±rednich równych

zero, to {Xt}t∈T jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji, któr¡ generuje.

Zad 7. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ posiadaj¡c¡ warto±¢ oczekiwan¡ i niech {Fn}∞n=1 �ltracj¡ (gdzie

Fn ⊂ F , n = 1, 2, ...). Pokaza¢, »e ci¡g {(E(X|Fn),Fn)}∞n=1 jest martyngaªem.

Zad 8. Niech W = {Wt}t≥0. Wykaza¢, »e {W 2
t }t≥0 jest podmartyngaªem, a {W 2

t − t}t≥0 jest martyngaªem

wzgl¦dem �ltracji generowanej przez W.

Zad 9. Zaªó»my, ze N = {Nt}t≥0} jest procesem Poissona, tzn. procesem o prawostronnie ciagªych trajek-

toriach takim, ze N0 = 0, N ma przyrosty niezale»ne, oraz Nt − Ns ∼ Poiss(t − s) dla t > s. Wykaza¢, »e

{Nt − λt}t≥0 oraz {(Nt − λt)2 − λt}t≥0 s¡ martyngaªami wzgl¦dem {FNt }t≥0.

Zad 10. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie symetrycznym bª¡dzeniem losowym na prostej, tzn. Xn := Y1 + ...+Yn, gdzie
{Yn}∞n=1 jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o rokªadzie dwupunktowym: P (Xn = 1) = P (Xn =
−1) = 1

2 , oraz niech Fn := σ(Y1, ..., Yn). Wykaza¢, »e

a) {X2
n − n}∞n=1 jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji {Fn}∞n=1,

b) {(−1)n cos(πXn)}∞n=1 jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji {Fn}∞n=1.


